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Calcolo Combinatorio

v Molti dei problemi classici di calcolo delle probabilita si
riducono al calcolo dei casi favorevoli e di quelli possibili.
Quando le situazioni diventano complicate e 1 ragionamenti
intuitivi non bastano piu, la possibilita di risolvere tali
problemi ¢ legata all’abilita di eseguire operazioni di
calcolo combinatorio.

v 11 calcolo combinatorio ¢ 1’insieme delle tecniche che
permettono di contare efficientemente 1l numero di possibili
scelte, combinazioni, allineamenti etc. di oggetti scelti da

Insiemi con un numero finito di elementi.

Salto in alto... oltre le formule
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Calcolo Combinatorio

v'Disposizioni

v'Disposizioni con ripetizione
v'Permutazioni
v"Combinazioni

Salto in alto... oltre le formule
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Disposizioni semplici

Definiamo come numero di disposizioni di n oggetti di
classe Kk, tutti i modi distinti in cui si possono disporre k
oggetti scelti tra gli n (ovviamente k < n).

Esempio
Un concessionario di automobili vuole esporre nella
vetrina del suo salone quattro autovetture (n) tutte dello
stesso tipo ma con colori diversi e cioe: blu, grigio,
rosso e nero. La vetrina dispone pero solo di due posti
(k). In quant| modi il concessionario puo disporre le

g : a vetrina?

Salto in alto... oltre le formule

Roccapiemonte 04/02/11



Disposizioni semplici

Figura 2

o)

Diagramma ad Albero

Q)
Z 0 W Z238 W Z2W-6

X

I scelta: 4 1I scelta: 3
Possibili coppie = 4*3 = 12

Numero di disposizioni di 4 oggetti di classe 2 (D, ,) =
A K

Z
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O
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Disposizioni semplici <§
Se i posti diventano 3: -
Diagramma ad Albero B

G R<,§I
N<g

B<’(\;/
Lol
N<g

R

. B <c

B

I scelta: 4 1II scelta: 3 II scelta: 2 N<G<g
Possibili coppie = 4*3*%2 = 24

Numero di disposizioni di 4 oggetti di classe 3

= A * * =
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Disposizioni semplici

Definiamo come numero di disposizioni di n oggetti di classe k,
tutti i modi distinti in cui si possono disporre k oggetti scelti tra gli n
(ovviamente k < N).

Numero delle disposizioni semplici di n oggetti di classe k che
si indica con (D, ,) € uguale al prodotto di k numeri interi
consecutivi e decrescenti a partire da n:

D, .,.=n*(n-1)*n-2) * ... * (n-k+1)
’ N _

~
k fattori

Salto in alto... oltre le formule
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Disposizioni con ripetizione

Supponiamo ora che nel caso precedente, tra i k oggetti disposti, si
possano ripetere i singoli oggetti (e quindi pud anche essere k > N).

E questo per esempio il caso dei numeri scritti con la notazione
posizionale, quindi il problema equivale al seguente: quanti numeri si
possono scrivere con k cifre usando la base N?

Esempio

Consideriamo l'insieme A = {1, 5, 3, 8}, quanti numeri di due cifre si
possono formare con gli elementi di A? (in questo caso & importante
'ordine).

Utilizziamo anche stavolta il diagramma ad albero:

Salto in alto... oltre le formule
Roccapiemonte 04/02/11



- I

Disposizioni con ripetizione

Utilizziamo anche stavolta il diagramma ad albero:

Figura 6

Dr,n,k = Dr,4,2 =16 = 42 1

— nk
rnk ™ n

<
%
<
<

O WUl m 00 WUl = 00 WUl = o wul =
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Permutazioni

Definiamo come numero permutazioni di N oggetti di classe N, tutti
| modi distinti in cui si possono disporre N oggetti scelti tra gli N.

Il numero di permutazioni di oggetti non e altro che il numero di
ordinamenti possibili di N oggetti.

Esempio
Per esempio, siano gli N oggetti un mazzo di 40 carte da gioco, in
quanti modi distinti possiamo mescolarle?

Py=D,,=n* (n-1) (n-2) * ... *3°2"1
n! =n(n-1)(n-2)(n-3)...3*2™1

Salto in alto... oltre le formule
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Combinazioni semplici

Supponiamo ora di avere N oggetti distinti e di volerne scegliere da
questi k, senza tenere conto dell’'ordinamento.

Un tale tipo di scelta € detto “combinazione”.

Esempio 1

In quanti modi diversi possiamo estrarre 5 numeri da un’urna
contenente i numerida 1 a 90 ? (cio€, quale € il numero totale delle
cinquine del gioco del lotto ?).

Esempio 2

Dati gli oggetti a, b, ¢ vogliamo calcolare il numero di combinazioni
semplici di classe 2.

Salto in alto... oltre le formule
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Combinazioni semplici

Possibili coppie: ab, ac, bc, ba, ca, cb

Non ha importanza l'ordine quindi ab=ba, ac=ca, bc=cb

Coppie: ab, bc, ac

Il loro numero € pari al rapporto tra il numero delle disposizioni di 3

elementi presia 2 a 2 ed il numero 2 che a sua volta rappresenta il
numero di permutazione di due elementi:

C;,=D;, /2!

In generale:

C - Dn,k ~ n(n—l)(n—Z)K (n—k+1)
ik g k!

Salto in alto... oltre le formule
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Coefficiente Binomiale
(n) _ n(n—l)(n—Z)K (n—k+1)

k k!

N

Consideriamo lo sviluppo della potenza n-ma del binomio (a + b)™. Scrivia-
molo 1n dettaglio per 1 casi piu semplici:

(a+b)? = (a+0b)-(a+b) =a’+2ab+ b
(a+b)° = (a+b)-(a+b)-(a+b)=a’+3a°b+ 3ab® +1°
(a+b)* = (a+b)-(a+b)-(a+b)-(a+Db)
= a* 4 4a°b + 6a°b* + 4ab® + b*.
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Coefficiente Binomiale
(a+b)" = a"+ (n)a”_lb-l— (n)a”_2b2+.

1 2
T (n ﬁ 1) ab™ !t + 4-b"
n
_ (": ) iy
=0
- n! . .
— ) 11.N—1
> Y
=0

Salto in alto... oltre le formule
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Coefficiente Binomiale
Triangolo di Tartaglia

Coefficienti binomiali

7o( 1)

|

| OO WL AWM= O S
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Esempio 1

Nel gioco del totocalcio si devono indovinare |
risultati di 13 partite, segnando per ciascuna 1 se
si prevede vinca la squadra di casa, 2 se si
prevede che perda e X se si prevede un pareggio.
Quante sono le possibili “colonne” vincenti del

totocalcio ?

Salto in alto... oltre le formule
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Esempio 1

Si vede che in questo caso ci troviamo di fronte a un problema di
disposizioni con ripetizione, dove N € eguale a 3 e k eguale a 13,
quindi il numero totale & 313 =1594323.

Si noti tuttavia che in genere la probabilita di indovinare il pronostico &
maggiore di 1/313, perché gli scommettitori possono avere
informazioni a priori: a parte le informazioni sulla forza delle due
squadre relative ad ogni partita, o ad informazioni particolari sullo
stato di forma dei giocatori, € noto che comunque ¢é favorita la
squadra di casa e quindi conviene puntare su pronostici con piu “1”
che “2”.

Una ricerca fatta su oltre 30000 partite inserite nelle schedine del
totocalcio in oltre 50 anni, ha evidenziato le seguenti percentuali:

1:47%, 2: 18%, X: 35%
Quindi la colonna vincente piu probabile e quella che prevede tutte

Salto in alto... oltre le formule
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N Esempio 2 g,

4. Quali sono le probabilita delle varie vincite al gioco del Lotto ?

Nel gioco del Lotto st estraggono per ogni concorso 5 numeri da un’urna che ne contiene 90
(1 numeri da 1 a 90). Vengono quindi premiati 1 giocatori che indovinano 1 (“estratto
semplice”), 2 (“ambo”), 3 (“terno”), 4 (“quaterna”) o tutti e 5 (“cinquina”).

Per calcolare le probabilita dei vari tipi di vincita, calcoliamo prima quante sono le possibili
N
combinazioni di k oggetti su N possibili. Come sapptamo questt sono (k ], quindt il

numero di tutti 1 possibili estratti semplici, ambi, terni, quaterne e cinquine ¢ rispettivamente

90 90 90 90 90
| =90, , =4005, 3 =117480, A =2555190, 5 =43949268.

5 5 5
Ma con 5 numeri estratti possiamo avere (1 j =35 estratti semplici, (2} =10 ambi, (3) =10

5 3
terni, [4) =5 quaterne e (5) =1 cinquina, quindi per calcolare le probabilita dobbiamo

calcolare 1 rispettivi rapporti tra queste due quantita. Si ha

Salto in alto... oltre le formule
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Esempio 2

Probabilita | Tl Lotto paga | \2PPOrto tra vincita
equa e vincita vera

1

Estratto semplice 13 11.232 1.602
2

Ambo — 250 1.602

801
Terno L 4250 2.764
11748

1

Quaterna 80000 6.388

511038

1

Cinquina 1000000 43.949

43949268

Nella tabella sono anche riportate le vincite pagate dal Lotto (1n numero di volte la posta). I
calcoli sono stati fattt supponendo le giocate su una sola “ruota”. .
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* Da un’indagine risulta che gli studenti 1mmatricolati nell’anno
accademico 2007/2008 a corsi di laurea del gruppo scientifico
sono stat1 8331, di quest1 2389 s1 sono 1scritti al corso di laurea in
matematica ¢ 157 si sono 1scritti a 1 corso di laurea in astronomia.
Calcolare la probabilita che uno studente, scelto a caso, sia

iscritto al corso di laurea in matematica. Stesso calcolo per il
corso di laurea 1n astronomia.

* Da una indagine su una popolazione risulta che una persona su 20
¢ mancina. Qual ¢ la probabilita che una persona, presa a caso in
quella popolazione, non sia mancina?

Salto in alto... oltre le formule
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* In una confezione sono contenute 50 lampadine di cu1 5 difettose.
Se ne prende una a caso: qual ¢ la probabilita che sia difettosa?
Cosa succede nel caso se ne prendono due, contemporaneamente,
qual ¢ la probabilita che siano entrambe difettose?

* Si prenda a caso una pagina di un testo € si considerino le prime
100 parole. S1 determinino le frequenze delle lettere dell’alfabeto
che figurano alla fine di ogni parola. Determinare la probabilita
per ogni lettera di comparire alla fine delle parole.

* Lancia 100 volte un dado a sei1 facce (puoi effettuare I’esperimento
oppure fare una simulazione al computer). Qual ¢ la frequenza
relativa dell’evento uscita del 6?7 Qual ¢ la probabilita dell’evento
uscita del 6 nel lancio di un dado? (Spiega le eventuali

discordanze tra 1 due valor1 ottenuti).

Salto in alto... oltre le formule
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